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Se realiza el estudio del formalismo ADM para la Teoría de la Relatividad General mediante el método de las
foliaciones en las superficies de Cauchy. Se presenta explícitamente el desarrollo matemático que conduce,
finalmente, a la formulación hamiltoniana de la Relatividad General.
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ADM formulation of the General Relativity
The study of the ADM formalism for the General Relativity Theory through the foliation methods on the
Cauchy surfacesis is realized. The mathematical development that leads to the Hamiltonian formulation of
General Relativity is presented explicitly.
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Las ecuaciones de la Relatividad General de Einstein de-
terminan la evolución de los sistemas gravitacionales, siendo
uno de los objetivos fundamentales la determinación de la
evolución temporal del campo gravitacional de los sistemas
estudiados. Sin embargo, los sistemas que poseen solucio-
nes exactas y analíticas son pocos y la mayoría de ellos
son simples ya que presentan ciertas simetrías que contri-
buyen a obtener dichas soluciones. Para sistemas reales o
mas complejos se hace necesario optar por otros métodos
de solución. En la actualidad existen dos métodos alterna-
tivos, uno de ellos es la solución numérica y el otro método
esta basado en los procedimientos perturbativos. Para obte-
ner soluciones numéricas a las ecuaciones de la Relatividad
General de Einstein se deben transformar las ecuaciones de
campo de Einstein a un problema de Cauchy o problema de
valor inicial también conocido como el formalismo 3+1 [1].
La formulación hamiltoniana del campo gravitacional
de Einstein aparece como un instrumento privilegiado pa-
ra estudiar la evolución del espacio-tiempo ya que describe
la evolución de la geometría tri-dimensional en el tiempo;
esta formulación fue estudiada en sus inicios por Dirac [2],
posteriormente por Arnowitt, Deser y Misner [3] cuya me-
todología es conocida como el formalismo ADM, acrónimo
formado por las iniciales de sus nombres. La importancia
de la formulación hamiltoniana de la Relatividad General
radica en que es el primer paso para la cuantización canó-
nica del espacio-tiempo, que Wheleer lo denominó como la
geometrodinámica cuántica [4].
En este trabajo, hacemos una revisión de los conceptos
fundamentales de la mecánica clásica, Relatividad General
y de la descomposición 3+1 mediante el método de las
foliaciones de una variedad diferenciable, para finalmente
obtener las variables ADM que conducen a la expresión del
hamiltoniano de la Relatividad General en función de dichas
variables.
La acción clásica
Las ecuaciones que gobiernan la evolución de los cam-
pos clásicos son las ecuaciones de Euler-Lagrange las cuales
son obtenidas por medio de un principio variacional.
Considerando que la densidad lagrangiana L depende
del campo φ y de sus primeras derivadas L = L(φ, ∂µφ).
La acción solemos usualmente escribirla como [5]
S =
∫
L(φ, ∂µφ)d4x. (1)
Por el principio de mínima acción S debe ser estaciona-
ria para toda variación de φ, δφ, que se anule en la frontera
de una región; por tanto debe satisfacer δS=0, o equiva-
lentemente
∂L
∂φ
− ∂µ( ∂L
∂(∂µφ)
) = 0, (2)
cuya expresión es conocida como las ecuaciones de campo
o de Euler-Lagrange.
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Definimos el momentum conjugado como
pi =
∂L
∂φ˙
, (3)
donde ˙ =
∂
∂t
.
Por lo tanto, la densidad hamiltoniana se define como
H(pi, φ) = piφ˙−L (4)
donde el hamiltoniano está dado por la integral en el espa-
cio de su densidad
H =
∫
d
4
xH. (5)
Haciendo uso de la ecuación (4) se obtienen las ecuaciones
de Hamilton
p˙i = −∂H
∂φ
, φ˙ =
∂H
∂pi
,
dH
dt
= −∂L
∂t
. (6)
Las cantidades pi y φ juntas, definen el espacio de fase que
describe el campo clásico y su desarrollo en el tiempo.
Principios y postulados de la Relatividad Ge-
neral
La Teoría de la Relatividad General es la teoría moder-
na de la gravitación, fue postulada por Einstein a finales
de 1915. Según esta teoría, un objeto masivo produce una
distorsión o curvatura en el espacio-tiempo, siendo la gra-
vitación una manifestación de esta distorsión [6].
Los principios que guiaron a Einstein a la formulación
de la Relatividad General fueron:
• El principio de covariancia establece que las leyes de la
física deben ser las mismas para todos los observadores,
o todos los observadores son equivalentes. Este principio
llevó a Einstein a considerar que las leyes físicas deberían
escribirse en forma tensorial.
• El principio de equivalencia establece que todos los ob-
jetos caen de la misma forma en un campo gravitacional,
es decir, que las leyes de la relatividad especial se aplican
localmente para todos los observadores inerciales. En ba-
se a este principio, Einstein concluyó que la descripción de
la gravedad debería ser identificada con la geometría del
espacio-tiempo.
• El principio de Mach establece que la inercia local de
un objeto debe ser producida por la distribución total de la
materia en el universo. Este principio llevó a Einstein a con-
cluir que la geometría del espacio-tiempo debe ser alterada
por la distribución de materia.
La Teoría General de la Relatividad es una teoría geo-
métrica de la la gravitación, su construcción se basa en una
serie de postulados, los cuales fueron desarrollados buscan-
do compatibilidad con el límite newtoniano y con la Rela-
tividad Especial.
Postulado 1. El espacio tiempo está descrito por el par
(M, g) siendo M una variedad 4-dimensional y g una mé-
trica Lorentziana sobre M .
Este postulado se basa en la descripción del espacio-
tiempo, donde la curvatura en la variedad diferenciable está
determinada por el tensor de la curvatura de Riemann que
escrito como componentes tiene la forma
R
α
βγδ = ∂γΓ
α
δβ − ∂δΓαγβ + ΓαγσΓσδβ − ΓασδΓσγβ , (7)
donde Γαβγ son los símbolos de Christoffel, los cuales vienen
expresados por
Γαβγ =
1
2
g
ασ[∂σgασ + ∂βgσγ − ∂σgβγ ], (8)
en donde gαβ son las componentes del tensor métrico.
El tensor de Riemann sirve para caracterizar la geome-
tría de la variedad M . En particular, representa una indi-
cación sobre la curvatura de la misma, o en otras palabras,
expresa el hecho de que tan paralelamente es posible trans-
portar un vector a lo largo de una curva. Por esta razón
el único indicador de la curvatura del espacio-tiempo es el
tensor de la curvatura. Si todas las componentes del tensor
de la curvatura son nulas, entonces, el espacio-tiempo es
plano y si alguna de sus componentes es diferente de cero,
entonces, el espacio-tiempo es curvo.
Postulado 2. Existe un tensor simétrico Tαβ = Tαβ(ϕ) =
Tβα que es función de los campos de materia ϕ y sus deri-
vadas tal que:
1. Tαβ = 0 sobre U ⊂ M si y solo si ϕi = 0 para todo
i sobre U .
2. ▽βT
αβ = 0.
Este postulado esta referido a la conservación de la
energía la cual juega un papel fundamental en la Relati-
vidad General.
Postulado 3. La métrica sobre la variedad espacio-tiempo
(M, g) está determinada por las ecuaciones de campo de
Einstein.
Las ecuaciones de campo de Einstein está dado por
Rαβ − 1
2
Rgαβ = kTαβ , (9)
donde Rαβ es el tensor de Ricci , R es el escalar de curva-
tura, Tαβ el tensor de energía momentum, y k = 8piG, G
la constante de gravitación universal.
El tensor de Einstein Gαβ se define por la relación
Gαβ = Rαβ − 1
2
Rgαβ, (10)
la cual cumple con la siguiente propiedad
▽βG
αβ = 0, (11)
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siendo esta ecuación conocida como la Identidad de Bian-
chi.
Las ecuaciones de campo son obtenidas a partir de la
acción de Einstein-Hilbert (SEH). Esta acción, que genera
las ecuaciones de Einstein para el vacío, viene dada por
SEH(gµν ) =
1
2k
∫
d
4
x
√−gR, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (12)
donde g es el determinante del tensor métrico y R el escalar
de curvatura. SEH es un funcional de gµν .
Realizando una variación en la acción
δSEH =
∫
d
4
x(
√−ggµνδRµν +
√−gRµνδgµν
+ gµνRµνδ
√−g) (13)
δSEH =
∫
d
4
x
√−gδgµν(Rµν − 1
2
Rgµν). (14)
Considerando δSEH = 0, obtenemos
Rµν − 1
2
Rgµν = 0, (15)
que es la ecuación de Einstein en el vacío.
Foliación 3+1 del espacio-tiempo y variables ADM
Un camino directo para cuantizar la gravitación es la
aplicación del formalismo canónico. Para ello es necesario
reescribir la Relatividad General en una formulación dinámi-
ca, es decir, escribirla como un problema de valores iniciales
o problema de Cauchy; sin embargo esto no es posible reali-
zarlo directamente debido a que las ecuaciones de Einstein
están escritas en forma covariante, del tal forma que el
espacio y el tiempo juegan un papel de equivalencia. Pa-
ra reescribir las ecuaciones de Eisntein como un problema
de Cauchy se tiene que separar la variable temporal de las
variables espaciales; a este proceso se le conoce como fro-
malismo ADM o formalismo 3+1 de la Relatividad General
desarrollado por R.Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner [3].
El espacio-tiempo es posible describirlo por medio
de una variedad 4-dimensional M . Esta representación
es posible descomponerla haciendo que una variedad 3-
dimensional Σ sea dependiente de un parámetro real como
el tiempo. Esto es posible debido al siguiente teorema:
Teorema 1. Sea (M, gµν) un espacio-tiempo globalmente
hiperbólico, entonces una función global t puede ser esco-
gida tal que cada superficie de t constante es una superficie
de Cauchy. Por tantoM puede ser foliada por superficies de
Cauchy y la topología es R×Σ, donde Σ denota cualquier
superficie de Cauchy.
Es importante señalar que el espacio-tiempo cuadri-
dimensional es globalmente hiperbólico si admite una sub-
variedad de tipo espacio que corta una y sola una vez a cada
curva temporal, y esta sub-variedad se llama superficie de
Cauchy. Esta condición de hiperbolicidad global garantiza
el buen comportamiento causal de las diferentes soluciones
de las ecuaciones de Einstein.
Del teorema anterior podemos identificar que las super-
ficies Σt, para cada t ∈ R fijo, representan una familia de
sub-espacios Riemannianos (M3, hµν) de dimensión 3, do-
tados de una métrica inducida hµν sobreM
3. Dentro de es-
te contexto podemos indicar que una variedad globalmente
hiperbólica M en el espacio-tiempo es descrita por su mé-
trica gµν en este espacio; si dicho espacio-tiempo puede ser
foliado de tal manera que cada folio, hoja o rebanada tridi-
mensional sea de tipo espacio (space-like), entonces se dice
que dicha variedad espacio-temporal es globalmente hiper-
bólica. Definimos el parámetro t como aquel que identifica
a las distintas hojas o rebanadas de la foliación; este pará-
metro t es una etiqueta asignada a cada hipersuperficie Σt
y podemos dotarle de características temporales, conside-
rándolo como un tiempo universal. La figura 1 nos da una
noción mas intuitiva de como el proceso es empleado.
Figura 1: Foliación del espacio-tiempo en hipersuperficies espa-
ciales tridimensionales.
Ahora consideremos un espacio-tiempo con una métri-
ca gµν , la cual posee 10 componentes independientes; de
estas, solamente seis pueden ser calculadas a partir de las
ecuaciones de Einstein. Las cuatro variables faltantes son
definidas por la foliación del espacio-tiempo en hipersuper-
ficies: una de ellas es la función lapso (lapse function) N
las otras tres son las funciones de desplazamiento (shift
vector) Nµ el cual está definido sobre las hipersuperficies
tridimensionales tipo espacio con métricas hµν . La función
lapso y el vector desplazamiento son cantidades que deben
ser fijadas externamente y son ellas las que determinan la
forma por la cual las hipersuperficies tri-dimensionales ti-
po espaciales evolucionan para dar origen al espacio-tiempo
tetra-dimensional.
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Función lapso
A partir de la funcio t podemos definir el vector normal
al folio o rebanada Σt como
n
µ = −N▽µtconN > 0, (16)
donde el signo ”− ” es debido a la signatura (-,+,+,+) de
gµν . Se debe tener presente que n
µ es un vector normali-
zado tipo temporal, puesto que nµnµ = −1 de tal manera
que nµ está orientado en el sentido de t creciente. La fun-
ción N : M4 −→ R denominada función lapso se introduce
para normalizar a nµ, es decir,
N = (−▽t.▽t)−1/2. (17)
La función lapso nos informa la variación de tiempo pro-
pio cuando un observador se mueve entre dos folios vecinos
siguiendo la trayectoria normal nµ [7].
Métrica inducida
La métrica inducida hµν sobre Σt mide las distancias
ds2 = hµνdx
µdxν dentro de la hipersuperficie misma, y
esta definida por
hµν = gµν + nµnν (18)
donde gµν es la métrica de M
4 y nµes el 4-vector normal
a Σt.
La métrica inducida está contenida enteramente en la
hipersuperficie tridimensional, por tanto hµνn
µ = 0, sien-
do por tanto una cantidad puramente espacial. La métrica
espacial inversa hµν es obtenida levantando los indices de
hµν con g
µν ,
h
µν = gαµgβνhαβ = g
µν + nµnν . (19)
De igual manera, el operador de proyección que envía a
un vector del espacio tiempo a uno sobre la hipersuperficie
esta dado por
h
µ
ν = δ
µ
ν + n
µ
nν . (20)
Vector desplazamiento
Un observador puede moverse entre dos folios o rebana-
das a lo largo de una dirección que no sea necesariamente
la dirección normal nµ. El vector temporal que describe una
trayectoria arbitraria esta dado por
t
µ = Nnµ +Nµ, (21)
donde Nµ es el vector desplazamiento, que es el vector
tangente al folio o rebanada Σt en que se encuentra si-
tuado. Definido Nµ de esta manera, entonces se tiene que
Nµnµ = 0.
Por lo tanto, el 4-vector desplazamiento Nµ se puede
definir como la proyección de tν sobre Σt, de la forma
N
µ = −hνµtν . (22)
La relación entre el flujo temporal y los parámetros N
y Nµ se representan gráficamente en la figura 2.
Figura 2: El vector de campo temporal puede ser escrito en
función de la variable lapso y del vector de desplazamiento.
El escalar N , el vector sobre la hipersuperficie Nµ y
la métrica inducida hµν conforman las llamadas variables
ADM.
Componentes de la métrica inducida
Partiendo de las relaciones nµ = (−N, 0, 0, 0), ntnt =
−1 y Nµ = −hµν tν se demuestra que las componentes del
vector normal unitario nµ a las hipersuperficies son
nµ = (−N, 0, 0, 0),
n
µ = (
1
N
,
N i
N
)
N
µ = (0, N i)
t
µ = (1, 0, 0, 0).
(23)
Haciendo uso de la ecuación (18) y de la ecuación (21)
obtenemos
g
µν = hµν − 1
N2
(tµ −Nµ)(tν −Nν).
Desde luego que x0 = t y tµ = δµ0 . Utilizando estas re-
lación conjuntamente con h0µ = h
µ0 = 0 podemos escribir
las componentes de gµν como
(gµν) =


− 1
N2
−Ni
N2
−Ni
N2
hij − NiNj
N2


invirtiendo (gµν) obtenemos
(gµν) =

−N
2 +N iNi −N i
−N i hij


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Haciendo uso de las ecuaciones (18), (19) y (20) po-
demos encontrar las expresiones para hµν , h
µν y hµν , las
cuales son
(hµν) =

N
iNi −N i
−N i hij

 ,
(hµν) =

0 0
0 hij

 ,
(hµν ) =

 0 0
−Ni δij

 .
En términos de las variables ADM y con la ayuda de gµν
, la 3-métrica del espacio-tiempo toma la forma siguiente
ds
2 = (−N2 +N iNi)dt2 − 2Nidxidt+ hijdxidxj . (24)
Podemos notar que hij proporciona las distancias entre
puntos de Σt con coordenadas x
i y xi + dxi. Por tan-
to, la 3-métrica caracteriza la geometría intrínseca de la
hipersuperficie Σt.
Geometría intrínseca y extrínseca
La métrica espacial hab es una cantidad intrínseca y
permite definir un único operador derivada covariante Da
en Σt tal que Dahbc = 0. Esta derivada covariante puede
ser escrita en términos de la derivada covariante espacio-
temporal ▽a como
DcT
a1...ak
b1...bl
= (ha1d1 ...h
ak
dk
h
e1
b1
...h
el
bl
)hfc▽fT
c1...cn
d1...dm
. (25)
Definición. Dada la derivada covariante tridimensional Da
podemos definir el tensor de curvatura intrínseca como:
(3)
R
d
abcwd = DaDbwc −DbDawc (26)
para toda 1-form espacial, esto es, wan
a = 0 de esta cur-
vatura intrínseca Riemanniana, podemos obtener el tensor
de Ricci (3)Rab y el escalar de curvatura
(3)R usando las
respectivas contracciones.
Tensor de curvatura extrínseca
La curvatura extrínseca Kµν se entiende como la pro-
yección de los gradientes de los vectores normales nµ sobre
un folio o rebanada Σt, es decir, la curvatura extrínseca nos
indica como el vector normal nµ varía cuando es desplazado
de un punto a otro sobre el folio nµ. Dicho de otra manera,
el tensor de curvatura extrínseca Kµν es la medida del cam-
bio del vector normal bajo transporte paralelo y nos indica
como las hipersuperficies espaciales tridimensionales o fo-
lios Σt son inmersas en el espacio-tiempo tetradimensional
M . Esquematicamente la figura 3, nos muestra la variación
de los vectores normales sobre una rebanada espacial.
Figura 3: La curvatura extrínseca mide la variación de la direc-
ción de los vectores normales sobre la hipersuperficie tridimen-
sional
Definición. Dado un vector na normal a la superficie Σt,
el tensor de curvatura extrínseca es un tensor espacial en
Σt dado por
Kab = Danb = h
c
ah
d
b▽cnd . (27)
Haciendo uso de la relación (20) encontramos que el
tensor de curvatura extrínseca toma la forma
Kab = h
c
a▽cnb + nbn
d
h
c
a▽cnd. (28)
Haciendo uso de la ecuación anterior se puede demos-
trar la propiedad simétrica del tensor de curvatura extrínse-
ca Kab = Kba. Usando esta relación de simetría, se puede
escribir el tensor de curvatura como Kab =
1
2
(Kab +Kba)
reemplazando la ecuación (20) y efectuando las operaciones
apropiadas se obtiene
2Kab = n
c
▽chab + hcb▽an
c + hac▽bn
c
.
Podemos notar que el término de la derecha correspon-
de a la derivada de Lie de hab respecto de n, por tanto se
tiene que
Kab =
1
2
Lnhab . (29)
Considerando la relación LNhCD = DaNb + DbNa y
usando la ecuación
T˙
a1...an
b1...bn
= (ha1c1 ...h
an
cn h
b1
d1
...h
bm
dm
)LtT c1...cnd1...dn ,
se obtiene finalmente una expresión final para el tensor de
curvatura extrínseco
Kab =
1
2N
(h˙ab −DaNb +DbNa), (30)
donde h˙ab =
∂hab
∂t
.
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Ecuaciones de Gauss, Codazzi y Ricci
La curvatura intrínseca, medida en la Relatividad Gene-
ral por el tensor de la curvatura de Riemann Rhefg también
es descrita en función de hij , N y Ni. Para esto debe-
mos tomar tres proyecciones del tensor de Riemann, una
proyección espacial completa sobre una hipersuperficie es-
pacial Σt, y las otras proyecciones de uno y dos índices en
la dirección normal nµ. Estas proyecciones darán origen a
las llamadas ecuaciones de Gaus, Codazzi y Ricci [8].
Calcularemos las componentes de Rhefg en términos de
Kab y
(3)Rdabc. Para realizar esto aplicamos el operador D
a un vector wc
Dbwc = h
d
ch
e
b▽dwe . (31)
De esta manera calculamos,
(DaDb −DbDa)wc = hfahdbhec(▽f▽d − ▽d▽f )wc
+ (KbcK
e
a −KacKeb )wc, (32)
por definición, notamos que, el primer término de la iz-
quierda corresponde a (3)Rdabc y el primer término del lado
derecho corresponde a (4)Rdabc, obteniendo la siguiente ex-
presión
(4)
R
d
abc =
(3)
R
d
abc −KbcKda +KacKdb (33)
la cual es conocida como la ecuación de Gauss-Codazzi [1].
De igual manera, calculando la relación
haeh
b
fh
c
gRabcdn
d = haeh
b
fh
c
gRabcdn
d(▽a▽b − ▽b▽a)nc,
se demuestra que
Refgdn
d = DeKfg −DfKeg ,
podemos notar que la expresión anterior expresa la proyec-
ción del tensor Refg sobre n
d, escribiendo adecuadamente
obtenemos
(4)
R
⊥
efg = DeKfg −DfKeg , (34)
a esta expresión se le conoce como la ecuación de Codazzi-
Mainardi [9].
Las ecuaciones de Gauss y Codazzi dependen de la mé-
trica hµν , de la curvatura extrínseca Kµν y de sus deriva-
das espaciales; estas ecuaciones pueden pueden interpretar-
se como condiciones de integrabilidad, permitiendo que los
folios o rebanadas Σt llenen la variedad M .
Para obtener la ecuación de Ricci partimos de su defi-
nición
Rab = R
c
acb (35)
usando la relación Rabn
anb = −(▽a▽c − ▽c▽a)ncna ob-
tenemos
Rabn
a
n
b = K2 −KabKab+ △a;a, (36)
donde △a;a= ∇a(−na∇cnc + nc∇cna).
Usando las ecuaciones de Gauss-Codazzi y la ecuación de
Ricci obtenemos el escalar de Ricci, que viene expresado
por
(4)
R =(3) R+KabK
ab −K2 − 2 △a;a . (37)
Formulación hamiltoniana de la Relatividad Gene-
ral
La densidad lagrangiana de Einstein-Hilbert esta expre-
sada por
L = √−g(4)R = √−g(3)R−K2 +KabKab+ △a;a (38)
usando la relaciones S =
∫
dx4
√−gR y √−g = N
√
h
obtenemos
S =
∫
N
√
h((3)R +KabK
ab −K2)dx4. (39)
Usando la métrica de Witt
G
abcd =
1
2
√
h(hachbd + hadhbc − 2habhcd) (40)
se puede escribir la densidad lagrangiana como
L = NGabcdKabKcd +
√
h
(3)
R . (41)
Los momentos canónicos vienen dados por
pi
ab =
∂L
∂h˙ab
=
√
h(Kab −Khab) (42)
piN =
∂L
∂h˙
= 0, piaNa =
∂L
∂N˙a
. (43)
Por lo tanto, la densidad hamiltoniana viene dada por la
siguiente expresión
H = piabh˙ab − L = NGabcdpiabpicd −N
√
N
(3)
R
− 2NbDapiab. (44)
Usando la relación H =
∫
dx3H calculamos la hamilto-
niana de la Relatividad General, cuya expresion viene dada
por
H =
∫
dx
3(piabh˙ab−L) = NGabcdpiabpicd−N
√
N
(3)
R
− 2NbDapiab . (45)
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Conclusiones
Se ha descrito el formalismo necesario para compren-
der la formulación hamiltoniana de la Relatividad General.
Hemos derivado todas las ecuaciones necesarias para que
el espacio tiempo tetradimensional pueda ser foliado en un
conjunto de hipersuperficies espaciales tridimensionales ro-
tuladas con una variable t asociada a una variable tempo-
ral. El formalismo hamiltoniano es importante para obtener
soluciones numéricas a las ecuaciones de la Relatividad Ge-
neral de Einstein para sistemas físicos reales o complejos,
así como es la base para la cuantización canónica de la gra-
vedad. Este formalismo, en su version moderna, en analogía
con teorías de gauge de Yang-Mills, utiliza las conecciones
y holonomías como variables centrales. Las nuevas varia-
bles, llamadas variables de Ashtekar, son la base para la
gravedad cuántica de lazos [10].
Finalmente, señalamos que la formulacion hamiltoniana
es importante para calcular cantidades conservadas quasi-
locales como la energía, el momento, etc., para sistemas
gravitatorios con condición de frontera asintóticamente pla-
na y para modelos cosmológicos homogéneos y anisotrópi-
cos [11].
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